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Metody analityczne projektowania belek 
zespolonych drewniano-szklanych
Mgr inż. Konrad Rodacki, prof. dr hab. inż. Kazimierz Furtak, Politechnika Krakowska

1. Wprowadzenie

Szkło mimo swoich licznych wad coraz częściej znajdu-
je zastosowanie jako materiał konstrukcyjny. Obok kon-
strukcji typowo powierzchniowych, takich jak stropoda-
chy przezierne czy elewacje szklane budynków, coraz 
częściej pojawiają się również nośne elementy prętowe 
(belki, słupy) zbudowane ze szkła. Zaletami takich kon-
strukcji jest głównie efektowny wygląd, a w przypadku 
połączenia szkła z innymi materiałami również bezpie-
czeństwo konstrukcji.

Szkło, podobnie jak beton, charakteryzuje się wysoką 
wytrzymałościową na ściskanie (wytrzymałość chwilowa 
szkła zwykłego to nawet 800–1000 MPa), za to bardzo 
niską wytrzymałością na rozciąganie osiągającą wartość 
chwilową rzędu 45 MPa (wartość wytrzymałości długo-
trwałej to ok. 7 MPa). W celu realizacji bezpiecznych kon-
strukcji szklanych, o których nośności decyduje wytrzy-
małość materiału na rozciąganie przy zginaniu, pojawiło 
się kilka pomysłów wzmocnienia strefy rozciąganej be-
lek z wykorzystaniem szkła. Pierwsze pomysły, podob-
nie jak w przypadku konstrukcji żelbetowych, polega-
ły na zbrojeniu biernym lub czynnym strefy rozciąganej 
belek [1–6]. Kolejnymi sposobami wzmacniania belek 
zbudowanych przy użyciu szkła było zespalanie środ-
ników szklanych z pasami wykonanymi z innych mate-
riałów, jak żelbet i strunobeton [7] oraz stal [8] (rys. 1). 
Najświeższymi i jednocześnie dającymi nadzieje na ta-
nie i bezpieczne belki zbudowane ze szkła są belki ze-
spolone drewniano-szklane.

2. Przegląd wybranych badań belek drewniano- 
-szklanych

Pomysł tego typu belek pojawił się w 2000 r. i do tej pory 
był obiektem licznych projektów badawczych w euro-
pejskich ośrodkach naukowych. Pierwsze poważne ba-
dania oraz analizy tego typu belek, w których szklany 
środnik połączony jest z drewnianymi pasami wykonał 
J. Hamm [9, 10]. W swojej pracy badał on wpływ ze-
spolenia belki szklanej z doklejonymi listwami drewnia-
nymi w górnej oraz dolnej partii belki (rys. 2). Podczas 
badań zaobserwowano dwie główne cechy tak przygo-
towanej konstrukcji, a mianowicie: równomierny odstęp 
między rysami w szkle, równy ok. 250 mm (rys. 2) oraz 

znaczną nośność rezerwową, pokrytyczną takiego ele-
mentu równą ok. 200% siły rysującej szkło.
 
Kolejnym badaczem wykorzystującym pomysł konstruk-
cji belek zespolonych dwuteowych drewniano-szkla-
nych był Kreher [11, 12]. W badaniach użył on trzech 

Rys. 2. Przekrój belki wykonanej przez J. Hamma (u dołu) 
oraz widok zniszczonej belki (u góry) [11]

Rys. 1 a) i b) Belki ze szkła zespolonego zbrojone lub 
sprężone elementami stalowymi [3–8], c) belki dwuteowe 
ze szkła zespolonego zespolone z pasami strunobetonowy-
mi [9], d) belki dwuteowe stalowo-szklane [10]

a) b) c) d)

listwa drewniana

środnik szklany
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różnych rodzajów szkła: float, półhartowanego oraz har-
towanego. Badania prowadzone były w próbie zgina-
nia czteropunktowego quasi-statycznego belek zespo-
lonych. Wnioskiem płynącym z badań było odrzucenie 
szkła poddanego obróbce termicznej (półhartowane 
i hartowane) z konstrukcji tego typu belek ze względu 
na bardzo gwałtowny, wybuchowy charakter zniszcze-
nia. Zwieńczeniem wspomnianych badań było zapro-
jektowanie i wykonanie stropodachu w hotelu Palafitte 
w Szwajcarii podpartego na belkach zespolonych drew-
niano-szklanych [13] (rys. 3).

Należy tutaj zwrócić uwagę, że ze względu na brak ob-
szernych badań tego typu elementów belki zostały za-
projektowane w sposób bardzo asekuracyjny. Chodzi 
tu głównie o fakt, że dla stanu SGU analizowano całą 
belkę zespolona dwuteową, natomiast w SGN element 
analizowano tylko i wyłącznie ze względu na nośność 
na zginanie górnego pasa belki.
Podobny pomysł konstrukcji belek drewniano-szklanych 
zaprezentowali badacze Cruz i Pequeno [14]. W cza-
sie badań zaobserwowali oni, że dla sztywniejszych po-
łączeń klejowych (polimerowych) rozkład zarysowań 
w szkle jest bardziej równomierny, a skoki na krzywej 
obciążenie-przemieszczenie łagodniejsze. Prowadzi 
to do wniosku, że dla obciążeń statycznych doraźnych 
najbardziej niebezpieczne, bo prezentujące najbardziej 
gwałtowny charakter zniszczenia, są połączenia sztyw-
ne drewna ze szkłem.

Inny pomysł konstrukcji belek drewniano-szklanych za-
prezentowali badacze Blyberg i Serrano [15–19]. Różni-
cą w stosunku do poprzednich badaczy była konstruk-
cja samego pasa drewnianego, który w tym przypadku 
nie składał się z dwóch listew naklejonych po obu stor-
nach szyby, ale z jednego kawałka, a szyba wklejona 
była w przygotowany rowek (rys. 4).
Kolejne badania, prowadzone przez Kozłowskiego i in. 
[20–22], skierowane były na zbadanie nośności po-
krytycznej belek zespolonych dwuteowych drewniano- 
-szklanych. Dla uzyskanych wykresów ugięcie-siła (rys. 
5) autor zaobserwował, że klej bardzo sztywny, jakim jest 
żywica epoksydowa, prowadzi do nagłych przeskoków 
na wykresie (nagłej redukcji sztywności), w odróżnie-
niu od innych klejów, dla których to elementy zachowu-
ją się bardziej ciągliwie. Autorzy zalecają, aby do kon-
strukcji takich belek używać klejów o umiarkowanej 

sztywności (akryle), które zapewniają dobrą ciągliwość 
ustroju po pierwszym zarysowaniu oraz częściowe ze-
spolenie przekroju.
 
Powyżej przytoczono jedynie główne badania omawia-
nych elementów wraz z ogólnymi wnioskami. Szczegó-
łowy przegląd dotychczas badanych i zrealizowanych 
belek drewniano-szklanych czytelnik może znaleźć 
w [23].

3. Sposoby analizy nośności belek zespolonych 
drewniano-szklanych

Rys. 4. Przekrój belki badanej przez Cruz’a i Pequeno [14]

Rys. 5. Przekrój poprzeczny belek wykonanych przez 
Kozłowskiego i Serrano [1,21], wykres zależności ugięcia 
od siły dla różnych klejów (E – żywica epoksydowa, A – klej 
akrylowy, S – silikon) [1,21]

Rys. 3. Stropodach nad salą bankietową hotelu Palafitte 
w Szwajcarii [14]
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Zachowanie elementu zespolonego, w którym zespole-
nie odbywa się przez warstwę elastycznego spoiwa nie 
może być analizowane przy założeniu pełnego zespo-
lenia elementów składowych, tak jak pozwala to czy-
nić norma PN-EN 1994–1-1 [24] dla elementów zespo-
lonych stalowo-betonowych. Nawet przy zapewnieniu 
nośności spoiny klejowej dla elementu w pełni zespo-
lonego musimy liczyć się w tym przypadku z pewnym 
poślizgiem w połączeniu. Poślizg ten będzie genero-
wał wzrost naprężeń w środniku szklanym, co jest zja-
wiskiem wysoce niebezpiecznym ze względu na brak 
zdolności szkła do jakiegokolwiek uplastycznienia miej-
scowego.
Analizę nośności na zginanie dwuteowych belek ze-
spolonych drewniano-szklanych można przeprowadzić 
jedną z 3 metod:

analizy numeryczne (ABAQUS, ANSYS),• 
analiza analityczna belek złożonych zaproponowana • 
w normie PN-EN 1995–1-1 (metoda γ) [25],
analiza analityczna belek złożonych zaproponowa-• 
na przez Pischla [26].

Pierwsza ze wspomnianych metod, najbardziej ogólna, 
pozwala – przy znajomości parametrów poszczegól-
nych materiałów – przeanalizować zachowanie elemen-
tu zespolonego. Ze względu na dużą czasochłonność 
metody można przypuszczać, że nie znajdzie zastoso-
wania w praktyce projektowej. Pierwsza z metod anali-
tycznych, znana jako metoda γ, została zaproponowana 
do projektowania belek drewnianych złożonych, w któ-
rych części połączono podatnie za pomocą łączników 
mechanicznych [25]. Ideą tego podejścia jest uzależ-
nienie rozkładu naprężeń w częściach składowych bel-
ki zespolonej jedynie od sztywności połączenia między 
nimi. Metoda opracowana przez Karla Möhlera dla be-
lek drewnianych złożonych została następnie adapto-
wana dla belek zespolonych drewniano-szklanych [21] 
oraz belek zespolonych stalowo-szklanych [27]. Dla ba-
danych belek zespolonych drewniano-szklanych uzy-
skano bardzo dobre zgodności wyników metody z eks-
perymentem [21, 28], natomiast dla badanych belek 
stalowo-szklanych zgodność ta była nieco gorsza.
Lepszą zgodność wyników z eksperymentem dla be-
lek zespolonych stalowo-szklanych uzyskano dla dru-
giej z wymienionych metod opracowanej przez Pischla 
[26]. Metoda ta została opracowana, podobnie jak me-
toda γ, dla belek drewnianych złożonych. Podstawową 
różnicą w stosunku do poprzedniego podejścia jest uza-
leżnienie rozkładu naprężeń i sił wewnętrznych w po-
szczególnych elementach od schematu statycznego 
belki, a nie wyłącznie od sztywności połączenia mię-
dzy elementami składowymi. Jak dotąd metoda ta nie 
była stosowana do analizy dwuteowych belek zespo-
lonych drewniano-szklanych. W badaniach prowadzo-
nych dla belek zespolonych stalowo-szklanych w próbie 
czteropunktowego quasi-statycznego zginania autorzy 
uzyskali bardzo dobrą dokładność naprężeń wyznaczo-
nych metodą Pischla w odniesieniu do eksperymentu 

(rys. 6). Na wykresie autorzy porównali nośności belek 
w odniesieniu do sztywności kleju łączącego elementy 
składowe. W każdej z badanych belek pierwszy ulegał 
zniszczeniu środnik szklany, tak więc pośrednio wykres 
obrazuje zgodność naprężeń maksymalnych w środni-
ku uzyskanych w toku analiz, a naprężeniami rzeczywi-
stymi w materiale [27].

4. Weryfikacja doświadczalna

W celu przeanalizowania słuszności obu podejść anali-
tycznych zaproponowano analizę dwóch belek zespolo-
nych drewniano-szklanych o identycznych gabarytach 
(rys. 7), różniących się jedynie schematem obciążenia. 
Belki zostały poddane analizie numerycznej Metodą 
Elementów Skończonych w programie ABAQUS CAE, 
a następnie przeprowadzono dla nich analizę analitycz-
ną z wykorzystaniem metody γ oraz metody Pischla. 
Pasy belki zostały zbudowane z drewna jodłowego 
klasy C22 o parametrach zaczerpniętych wprost z nor-
my [29]. Środnik szklany to szyba ze szkła sodowego 
typu float, a całość połączona została klejem poliure-
tanowym Sika®PM, szeroko omówionym w opracowa-
niu [31]. Najważniejsze parametry materiałów zesta-
wiono w tabeli 1. Drewno, jako materiał anizotropowy, 
zostało zaimplementowane do programu obliczenio-
wego za pomocą trzech modułów Younga, trzech mo-
dułów Kirchhoffa oraz sześciu współczynników Poisso-
na zgodnie z [32], natomiast w tabeli podano jedynie 
najistotniejszy z punktu widzenia prowadzonych analiz 
moduł Younga wzdłuż włókien.
Tabela 1. Parametry stosowanych materiałów

Drewno C22 Szkło float Poliuretan PM

Moduł Younga 10 GPa  
(wzdłuż włókien) 70 GPa 4.65 MPa

Współczynnik 
Poissona - 0.2 0.498

Rys. 6. Zależność nośności belki od sztywności lepiszcza 
opracowana przez Ungermann i Pickewinkel w pracy [27] 
na podstawie rozwiązania analitycznego z pracy [26]
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5. Analiza nośności belek obciążonych dwiema 
siłami skupionymi

Pierwszą z analizowanych belek jest element obciążony 
w sposób charakterystyczny dla badań laboratoryjnych, 
który w teorii zapewnia brak wpływów sił ścinających 
na zniszczenie elementu, a mianowicie czteropunkto-
we zginanie. Wymiary belki oraz dokładny schemat sta-
tyczny przedstawiono na rysunku 8.
Model numeryczny belki został zbudowany jako model 
przestrzenny o rzeczywistych wymiarach wszystkich 
elementów składowych. Wielkość zastosowanego ele-
mentu skończonego dla pasów oraz środnika szklane-
go to 5 mm, natomiast dla 2 mm warstwy kleju – 2 mm 
(rys. 9). Użyto elementów izometrycznych sześciennych 
o 20 węzłach z hybrydowym sformułowaniem równań 
wewnątrz elementu skończonego. Układ został obcią-
żony dwiema siłami skupionymi (rys. 8) o wartościach 
2 kN każda. Ze względu na podwójną symetrię układu 
analizie numerycznej poddano jedynie ćwiartkę mode-
lu przy założeniu odpowiednich więzów odwzorowują-
cych symetrię układu.
Po przeprowadzeniu analizy numerycznej belki zgina-
nej zaobserwowano, że mimo iż moment globalny mię-
dzy siłownikami ma stałą wartość, to rozkład naprężeń 
normalnych na tym odcinku nie jest stały (rys. 10, rys. 

12). Na mapie naprężeń widać, że największa koncen-
tracja, a co za tym idzie maksymalne naprężenia normal-
ne nie są stałe na odcinku stałego momentu globalne-
go. Naprężenia w przekroju krytycznym szkła pokazano 
na wykresie (rys. 11). Maksymalne naprężenie wyniosło 

dla badanego przypadku 31 MPa (wartości odczyta-
na w punktach Gaussa, a następnie ekstrapolowana 
do krawędzi środnika). Lokalną koncentrację naprężeń 
normalnych w środniku belek zespolonych drewnia-
no-szklanych poddanych zginaniu czteropunktowemu 
potwierdzają również badania eksperymentalne takich 
elementów [17, 20, 21]. We wszystkich wspomnianych 
badaniach pierwsze rysy w szklanych środnikach poja-
wiały się zawsze pod którymś z siłowników po stronie 
włókien rozciąganych.

W celu znalezienia optymalnego rozwiązania analitycz-
nego problemu skorzystano z dwóch metod. Metoda 
γ, której istotą jest obliczenie sprowadzonej sztywności 
giętnej całej belki, wzory podano wprost w normach [25] 
oraz metody Pischla, która uzależnia rozkład naprężeń 

Rys. 11. Rozkład naprężeń normalnych w przekroju bez-
pośrednio pod siłownikiem (wartości odczytano w punk-
tach Gaussa)

Rys. 8. Schemat statyczny belki

Rys. 9. Widok modelu numerycznego belki

Rys. 10. Naprężenia normalne do przekroju poprzeczne-
go belki
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w przekroju również od schematu stycznego elemen-
tu. Na potrzeby analizowanego przypadku wyprowa-
dzono wzory dla rozkładu sił wewnętrznych oraz na-
prężeń (rys. 12 i rys. 13).

Porównując powyższe wykresy z wynikami analizy nu-
merycznej, wnioskować można, że metoda Pischla nie-
co dokładniej przedstawia rzeczywisty rozkład sił we-
wnętrznych w elementach składowych belki. Lokalny pik 
momentu zginającego w środniku odpowiada za mak-
symalne naprężenie rozciągające w tym miejscu. Dla 
przekrojów krytycznych, tj. w miejscach przyłożenia sił, 
stworzono również wykresy rozkładu naprężeń normal-
nych (rys. 14). Widać na nich, że mimo takiego same-
go rozkładu momentu globalnego w elemencie warto-
ści naprężeń w środniku z metody Pischla są znacznie 
większe od tych wyznaczonych metodą γ. Wartość mak-
symalna naprężenia wyznaczonego metodą γ wynosi 
28,8 MPa, co daje zaniżenie wartości względem modelu 
numerycznego o 7,1%, natomiast wartość naprężenia dla 

metody Pischla wynosi 31,8 MPa, co daje przeszacowa-
nie względem modelu numerycznego rzędu 2,6%.

6. Belka obciążona równomiernie

Drugą analizę przeprowadzono dla belki o identycz-
nych gabarytach i sposobie podparcia, ale obciążone-
go w sposób równomierny. Podobnie jak poprzednio, 
belka została poddana analizie numerycznej Metodą 
Elementów Skończonych w programie ABAQUS CAE, 
a następnie przeprowadzono dla niej analizę analityczną 
z wykorzystaniem metody γ oraz metody Pischla.
Model numeryczny o takich samych parametrach jak 
poprzednio przedstawiono na rysunku 15. Układ został 
obciążony obciążeniem równomiernie rozłożonym o in-
tensywności 1,778 kN/m. Wartość obciążenia została 
dobrana w ten sposób, aby pola powierzchni pod wy-
kresem momentów dla przypadku z dwiema siłami sku-
pionymi oraz dla obciążenia równomiernie rozłożone-
go były takie same. Ze względu na podwójną symetrię 

Rys. 12. Porównanie rozkładu siły osiowej i momentu zginającego w pasach drewnianych. Wykres czerwony przedstawia 
wartości policzone metodą Pischla, wykres niebieski wartości policzone metodą γ

Rys. 13. Porównanie rozkładu naprężenia ścinającego w spoinie i momentu zginającego w środniku szklanym. Wykres 
czerwony przedstawia wartości policzone metodą Pischla, wykres niebieski wartości policzone metodą γ
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układu analizie numerycznej poddano jedynie ćwiartkę 
modelu przy założeniu odpowiednich więzów odwzo-
rowujących symetrię układu.
Dla przeprowadzonej analizy przedstawiono mapę na-
prężeń normalnych po długości elementu (rys. 16). 
Naprężenia w przekroju środkowym belki pokazano 
na wykresie (rys. 17). Maksymalne naprężenie wynio-
sło dla badanego przypadku 28,1 MPa (wartości sczy-
tano w punktach Gaussa, a następnie ekstrapolowano 
do krawędzi środnika).

Porównując powyższe wykresy z wynikami analizy nu-
merycznej, wnioskować można, że obie metody anali-
zy belek zespolonych drewniano-szklanych w popraw-
ny sposób opisują rozkład naprężeń w elemencie pod 
obciążeniem równomiernie rozłożonym. Dla przekro-
ju środkowego belki stworzono również wykresy roz-
kładu naprężeń normalnych (rys. 10). Widać na nich, 
że obie metody analityczne dają podobne wartości na-
prężeń maksymalnych w elemencie. Wartość maksymal-
na naprężenia normalnego w środniku wyznaczonego 

metodą γ wynosi 28,8 MPa, co daje przeszacowanie 
wartości względem modelu numerycznego o 2,5%, na-
tomiast wartość naprężenia dla metody Pischla wynosi 
28,1 MPa, co daje pełną zgodność z wartością wyzna-
czoną Metodą Elementów Skończonych. 

7. Podsumowanie

W artykule zaprezentowano metody projektowania 
dwuteowych belek zespolonych drewniano-szklanych 
ze szczególnym naciskiem na metody analityczne. 
Otrzymane wyniki analiz analitycznych skonfrontowa-
no z wynikami obliczeń pakietem MES oraz wynikami 
badań doświadczalnych, będących podstawą do we-
ryfikacji metod projektowych.

Rys. 14. Rozkład naprężeń w przekroju pod siłownikiem (1/3 rozpiętości belki) dla analizy metodą γ (lewa) i metodą Pischla 
(prawa)
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Rys. 15. Widok modelu numerycznego belki

Rys. 16. Naprężenia normalne do przekroju poprzeczne-
go belki

Naprężenie [MPa]

Rys. 17. Rozkład naprężeń normalnych w środku roz-
piętości belki (wartości odczytano w punktach Gaussa).  
Na potrzeby analizowanego przypadku wyprowadzono 
wzory dla rozkładu sił wewnętrznych oraz naprężeń (rys. 
18, rys. 9)
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Obie z zaprezentowanych metod analitycznych pro-
jektowania dwuteowych belek zespolonych drewnia-
no-szklanych pozwoliły na uzyskanie dobrej zgodności 
wartości naprężeń z wartościami uzyskanymi z badań 

i analiz numerycznych. Nieco lepszą dokładność wyni-
ków uzyskano metodą Pischla, a mianowicie wykaza-
no, że błąd tej metody w stosunku do modelu nume-
rycznego to ok. 2,5% dla obciążenia w postaci dwóch 

Rys. 18. Porównanie rozkładu siły osiowej i momentu zginającego w pasach drewnianych. Wykres czerwony przedstawia 
wartości policzone metodą Pischla, wykres niebieski wartości policzone metodą γ

Rys. 19. Porównanie rozkładu naprężenia ścinającego w spoinie i momentu zginającego w środniku szklanym. Wykres 
czerwony przedstawia wartości policzone metodą Pischla, wykres niebieski wartości policzone metodą γ

Rys. 20. Rozkład naprężeń w przekroju środkowym belki dla analizy metodą γ (lewa) i metodą Pischla (prawa)
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sił skupionych. Dla obciążenia równomiernego metodą 
Pischla wyznaczono identyczne wartości naprężeń jak 
podczas analizy numerycznej. Dla tych samych przy-
padków obciążeniowych naprężenia wyznaczone me-
todą γ okazały się niedoszacowane dla obciążenia siła-
mi skupionymi (błąd ok. 7%) oraz nieco przeszacowane 
dla obciążenia równomiernie rozłożonego. Metoda γ, 
ze względu na prostotę znalazła dotychczas szersze za-
stosowanie w projektowaniu belek złożonych, a jej inter-
pretacja pojawiła się również w normie Eurokod 5 [25]. 
Autor uważa, że metoda ta jest odpowiednia do analizy 
belek zespolonych drewniano-szklanych obciążonych 
w sposób równomierny. Mimo dużej wartości materia-
łowego współczynnika bezpieczeństwa dla szkła (wg 
projektu normy europejskiej wynosi 1,8), elementy ob-
ciążone punktowo zaleca się poddać dokładniejszej ana-
lizie, ze względu na możliwość pojawienia się lokalnych 
konsternacji naprężeń rozciągających w szkle, szcze-
gólnie niebezpiecznych dla tego materiału.
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