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Analiza modalna w badaniu budowlanych 
elementów konstrukcyjnych
Dr inż. Mariusz Żółtowski, lic. Marcin Jędrzejak, Katedra Inżynierii Zarządzania, Wydział 
Zarządzania, Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy w Bydgoszczy

1. Wprowadzenie

Analiza modalna jest szeroko stosowana w usuwaniu 
usterek spowodowanych drganiami infrastruktury, mo-
dyfikacją struktury, aktualizacją modelu analitycznego, 
czy kontrolą stanu, a także wykorzystywana jest do mo-
nitorowania wibracji struktur w przemyśle lotniczym i me-
chanice inżynierii lądowej [5, 22, 24].
Tradycyjna eksperymentalna analiza modalna (EAM) 
korzysta z wejścia (wzbudzenie) i wyjścia (odpowiedź) 
i mierzy się ją w celu oszacowania parametrów modal-
nych, składających się z częstości modalnych, tłumie-
nia i postaci drgań. Jednak tradycyjne EAM ma pewne 
ograniczenia, takie jak:

w tradycyjnej EAM, sztuczne wzbudzenie jest nor-––
malnie przeprowadzone w celu pomiaru częstotliwo-
ści drgań;

tradycyjna EAM jest zwykle prowadzona w środowi-––
sku laboratoryjnym, ale w wielu przypadkach prawdzi-
wy stan degradacji może się znacznie różnić od tych 
badanych w środowisku laboratoryjnym.
W tym artykule przedstawiono metodę analizy modal-
nej, która to może być stosowana do bezinwazyjnego 
badania stanu destrukcji konstrukcji budowlanych.

2. Elementy dynamiki konstrukcji budowlanych

Jednym z podstawowych kryteriów stosowanych w pro-
jektowaniu współczesnych konstrukcji budowlanych są 
własności dynamiczne konstrukcji. Mają one bezpośred-
ni wpływ na drgania układu, emitowany hałas, wytrzy-
małość zmęczeniową i stabilność konstrukcji. Analizy 
własności dynamicznych w większości przypadków spo-
tykanych w praktyce dokonuje się na podstawie anali-
zy zachowania się modelu konstrukcji.
Najczęściej do opisu dynamiki konstrukcji stosuje się 
modele strukturalne (MES), które buduje się zgodnie 
z zasadami metody elementów skończonych. Meto-
da ta polega na dyskretyzacji układu o ciągłym roz-
kładzie parametrów, przy przyjęciu pewnych założeń 
upraszczających, np. związanych z linią ugięcia mo-
delowanego elementu (metoda przemieszczeń). Jed-
nak zbudowane w ten sposób modele, w szczególno-
ści do celów analizy dynamiki, dają wyniki przybliżone, 

których zastosowanie jest bardzo ograniczone. Wyma-
gają one dostrajania na podstawie znajomości własno-
ści zmierzonych na rzeczywistym obiekcie.
Wykorzystanie drgań w badaniu degradacji (jakości) 
konstrukcji budowlanych wynika z następujących po-
wodów:

procesy drganiowe są odzwierciedleniem zjawisk fi-––
zycznych zachodzących w konstrukcjach (odkształ-
cenia, naprężenia, pęknięcia), od których zależy sto-
pień destrukcji (zdatność) i poprawne funkcjonowanie, 
co wynika z charakteru rozprzestrzeniania się procesu 
drganiowego;

łatwość pomiaru procesów drganiowych w warunkach ––
normalnej eksploatacji obiektu, bez konieczności wy-
łączania go z ruchu oraz specjalnego przygotowania, 
umożliwia bezdemontażową ocenę stanu destrukcji;

procesy drganiowe cechują się dużą prędkością ––
przekazywania informacji w jednostce czasu, określo-
ną wzorem Shannona:

C = F lg2 (1+     )
NS
NZ

� (1)

zależną od szerokości widmowej procesu F oraz sto-
sunku mocy sygnału użytecznego NS
do mocy szumów zakłócających NZ;

procesy drganiowe cechują się złożoną strukturą cza-––
sową, amplitudową i częstotliwościową, co zapewnia 
przy właściwym ich przetwarzaniu ocenę stanu całej 
konstrukcji, jak również pojedynczych jej elementów.
Podczas eksploatacji konstrukcji na skutek istnienia 
szeregu czynników zewnętrznych (wymuszenia śro-
dowiska, wymuszeń od innych konstrukcji) oraz we-
wnętrznych (starzenie, zużycia, współpraca elementów) 
w konstrukcji następują zaburzenia stanów równowa-
gi, które rozchodzą się w ośrodku sprężystym – ma-
teriale, z którego zbudowana jest konstrukcja (rys. 1). 
Zaburzenia mają charakter dynamiczny i zachowu-
ją warunki równowagi pomiędzy stanem bezwładno-
ści, sprężystości, tłumienia i wymuszenia. Powoduje 
to w konsekwencji rozpraszanie energii fal, ich ugię-
cia, odbicia i wzajemne nakładanie się. Istnienie źró-
deł i rozprzestrzenianie się zaburzeń powoduje wystę-
powanie drgań elementów konstrukcji i otaczającego 
je środowiska.
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Wyodrębniając w analizie stanu dynamicznego konstruk-
cji procesy wejściowe, strukturę i procesy wyjścio-
we, należy pamiętać o ich losowym charakterze.
Wejście wewnętrzne traktowane jako zbiór wielkości 
wymuszających – określających strukturę konstrukcji 
(kształt, jakość wykonania, luzy itd.) i sposób współ-
pracy elementów jest kształtowane w warunkach loso-
wych podczas wytwarzania, co ujawnia się własnościa-
mi losowymi podczas funkcjonowania.
Wejście zewnętrzne określające warunki współpra-
cy elementów konstrukcji z innymi elementami syste-
mu (zmiany obciążeń, prędkości, wpływ środowiska) 
ma w praktyce również charakter losowy.
Bogactwo możliwości zaistnienia losowości i istnienia 
zakłóceń jest przyczyną dodatkowych założeń dotyczą-
cych wejść oraz zachodzących transformacji stanów de-
strukcji konstrukcji. Dotyczą one założeń o liniowości, 
stacjonarności i ergodyczności modeli obiektów i pro-
cesów [1, 7, 11, 22].

3. Środowisko eksperymentalnej analizy modalnej

Analiza modalna jest powszechnie stosowana do bada-
nia własności dynamicznych różnorodnych konstrukcji. 
Badania modalne przeprowadza się dla miniaturowych 
i precyzyjnych konstrukcji, jak np. dyski optyczne [8], 
a także dla dużych konstrukcji budowlanych, jak zapo-
ry wodne czy mosty [22]. W wyniku analizy modalnej 
otrzymuje się model modalny konstrukcji, który może 
być zastosowany do rozwiązywania wielu inżynier-
skich problemów związanych z syntezą układów, ana-
lizą zachowania się konstrukcji pod wpływem różnych 
wymuszeń, modyfikacją własności dynamicznych, syn-
tezą układów sterowania itp. [15, 18, 19].
Jednym z podstawowych problemów, które mogą być 
efektywnie rozwiązane za pomocą analizy modalnej, jest 
optymalizacja własności dynamicznych konstrukcji budow-
lanych, rozumiana jako modyfikacja konstrukcji w celu mi-
nimalizacji rozprzestrzeniania się w niej drgań. Techniki tutaj 
stosowane są nazywane metodami modyfikacji struktural-
nej konstrukcji. Metody te wywodzą się wprost z metody 
elementów skończonych i są oparte na aparacie matema-
tycznym umożliwiającym badanie wrażliwości zachowania 
się modeli na zmiany ich parametrów modalnych.
Przedstawione poniżej informacje stanowią podstawy 
analizy modalnej, która w krajach o wysoko rozwiniętej 

technologii jest po-
wszechnie stosowa-
na w praktyce jako na-
rzędzie wspomagania 
procesu projektowa-
nia obiektów (zamien-
nie do MES), w których 
istotnym wskaźnikiem 
jakości konstrukcji jest 
jej zachowanie w warun-
kach dynamicznych.
Jak już wspomniano, 
układ o jednym stopniu 
swobody jest najprost-
szym modelem fizycz-
nym reprezentującym 
całą klasę obiektów rzeczywistych określonych nastę-
pującymi parametrami: masą – m, stałą sprężystości 
– k, współczynnikiem tłumienia – c, i siłą wymuszają-
cą – F. Po wykorzystaniu wprowadzonych parametrów 
i zasad opisu modelu (rys. 2) otrzymano równanie róż-
niczkowe ruchu drgającego układu o jednym stopniu 
swobody, wyrażone zależnością:

)(tFkxxcxm =++
� (2)

gdzie: ẍ, ẋ, x  – wektory przyśpieszeń, prędkości i prze-
mieszczeń.
W praktyce większość rodzajów tłumienia występują-
cego w układach można zastąpić równoważnym tłu-
mieniem wiskotycznym. Zakładając zerowe warunki 
początkowe:: [x (0)=0), ẋ (0)=0] oraz wykorzystując 
twierdzenie Laplace’a, równanie (2) można przekształ-
cić do postaci [2,3,22]:

)s(F)s(X)kcsms( 2 =++ �(3)
gdzie: s – zmienna zespolona, s = jw.
Równanie można zapisać w formie uproszczonej:

Z(s) X(s) = F(s) �(4)

Wielkość Z (s) jest nazywana sztywnością dynamiczną:

)s(X
)s(F)s(Z = �(5)

W praktycznych zastosowaniach analizy układów sto-
suje się odwrotność sztywności dynamicznej H (s) zwa-
ną podatnością dynamiczną:

)s(F
)s(X)s(H = � (6)

Podatność dynamiczną układu o jednym stopniu swo-
body w oparciu o równanie można zapisać jako funk-
cję poszczególnych parametrów układu:

m
ks

m
cs

m
1

)s(H
2 ++

=

�

(7)

Rys. 1. Istota pomiarowa w eksploatacyjnej analizie 
modalnej

Rys. 2. Układ o jednym stop-
niu swobody dla ruchu trans-
lacyjnego
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Pojęciami ściśle związanymi z analizą modalną są bie-
guny układu; zawierają one w sobie dwa składniki: 
częstości własne i współczynniki tłumienia. Mianow-
nik z zależności nazywany jest równaniem charakte-
rystycznym. Bieguny układu są definiowane jako pier-
wiastki równania charakterystycznego i dla równania 
mają one postać:

m
k

m2
c

m2
c 2

2,1 ±= – –
�(8)

Na podstawie równania można zdefiniować szereg czę-
sto stosowanych w analizie modalnej pojęć. Wśród nich 
wyróżnia się pojęcie częstości własnej nietłumionej (dla 
c = 0) opisane zależnością:

m
k

=
�(9)

W teorii drgań układów mechanicznych rozróżnia się 
trzy przypadki ruchu układów o jednym stopniu swo-
body: tłumienie krytyczne, nadkrytyczne i podkrytycz-
ne. Występowanie jednego z tych przypadków zależy 
od wartości wyróżnika D dla równania charakterystycz-
nego. Jeśli D=0, to rozpatrujemy układ z tłumieniem 
krytycznym, które objawia się jedną oscylacją w ruchu 
swobodnym. Z warunku D=0 wyznacza się współczyn-
nik tłumienia krytycznego ck:

m
km2ck = �(10)

W analizie modalnej do oceny wielkości tłumienia w ukła-
dzie stosuje się bezwymiarowy współczynnik tłumienia 
x wyrażony zależnością (11). Bardzo często wartość 
bezwymiarowego współczynnika tłumienia podaje się 
w procentach.

kc
c

=
� (11)

Jeżeli D > 0, tłumienie w układzie jest nadkrytyczne i ruch 
swobodny odbywa się bez oscylacji. Współczynnik x 
w tym przypadku posiada wartość większą od 1.
Jeżeli D < 0, tłumienie w układzie jest podkrytyczne i ruch 
swobodny ma charakter oscylacyjny. Współczynnik x 
w tym przypadku nie przekracza wartości 0,1.
Rozwiązanie równania ruchu dla przypadku ruchu swo-
bodnego przyjmuje postać:

t
2

t
1

21 exex)t(x += � (12)

gdzie: l1, l2 – pierwiastki równania charakterystycz-
nego.
W przypadku tłumienia podkrytycznego pierwiastki te 
są zespolone i mają następujące postacie:

222

111

j
j

+=
+= �(13)

gdzie: d1 – współczynnik tłumienia odniesiony do czę-
stości drgań własnych nietłumionych, w1 – częstość 
drgań własnych nietłumionych.
Wprowadzając do zależności uprzednio zdefiniowane 
wielkości otrzymuje się:

( ) 1
2
111 1j+– –= � (14)

Bezwymiarowy współczynnik tłumienia wyraża zależ-
ność:

2
1

2
1

1
1

+
= � (15)

Związek pomiędzy współczynnikiem tłumienia d1 a bez-
wymiarowym współczynnikiem tłumienia x1 wyrażony 
został w poniższej postaci:

1 = – 1 1 � (16)

Częstość drgań własnych nietłumionych wyraża się za-
leżnością [22]:

2
1

2
11 += � (17)

Bardzo często w analizie modalnej stosuje się pojęcie 
reszty modalnej. W celu jej zdefiniowania należy prze-
kształcić równanie i zapisać w postaci iloczynowej:

)s)(s(
m
1

)s(H *
11

=
– – �(18)

Po dokonaniu rozkładu na ułamki proste zależności 
otrzymuje się równanie:

)s(
A

)s(
A)s(H *

1

*
1

1

1 +
– –

=
� (19)

gdzie: A1 – reszta modalna określona wzorem:

1
1 j2

m
1

A = � (20)

Analogicznie wyznacza się te wielkości dla układów 
o wielu stopniach swobody.
W zastosowaniu klasycznej analizy modalnej do iden-
tyfikacji parametrów modalnych badanego obiektu 
w trakcie badań wyznacza się parametry modalne 
na podstawie pomiaru charakterystyk częstościowych 
zmierzonych na obiekcie w trakcie eksperymentu, po-
legającego na sterowanym wymuszeniu drgań układu 
i pomiarze odpowiedzi w postaci widma przyśpieszenia 
drgań. Na podstawie znajomości wymuszenia i widma 
odpowiedzi dokonuje się identyfikacji przebiegu cha-
rakterystyk częstościowych badanego układu. Za po-
mocą takich metod realizowanych w dziedzinie często-
ści, jesteśmy w stanie wyznaczyć parametry modalne 
układu w otoczeniu pojedynczej częstości własnej lub 
w wybranym paśmie częstości zawierającym więcej niż 
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jedną częstość własną. Dla wielu konstrukcji w warun-
kach eksploatacji działają na układ zupełnie inne siły 
wymuszające, które co do charakteru przebiegu czaso-
wego, rozkładu przestrzennego i amplitudy nie mogą 
być realizowane w warunkach laboratoryjnych. Podob-
nie dla warunków brzegowych, które w trakcie ekspe-
rymentu zależą od możliwości zamocowania obiektu 
na stanowisku badawczym, różnią się one od warun-
ków występujących w czasie eksploatacji.
W praktycznych zastosowaniach realizacji badań mo-
dalnych obiektów, badany układ jest zbyt duży i ma zbyt 
dużą masę, aby można było wymusić odpowiednią am-
plitudę ruchu w warunkach eksperymentu czynnego. 
Wymienione ograniczenia są minimalizowane poprzez 
zastosowanie metod analizy modalnej realizowanej 
na podstawie pomiarów przeprowadzonych w trakcie 
normalnej pracy obiektu.
Parametry modelu modalnego umożliwiają rozprzęże-
nie równań opisujących drgania układu, a ich wartości 
wyznacza się z zależności [20, 21, 22]:

irr
r Rj

m
2

1= ;   rnrr mk 2= ;  mrnrr mc 2=
�(21)

Wielkości te opisują własności układu związane z r-tą czę-
stością własną i zmiany częstości własnej zależą wprost 
proporcjonalnie od wielkości zmian sztywności lub masy, 
jak też zależą od miejsca rozwoju uszkodzenia w kon-
strukcji. Przedstawione uzasadnienie wystarcza dla opi-
su zmian destrukcji elementów murowych, natomiast 
cała teoria z obszaru analizy modalnej opisana została 
w dostępnej literaturze [6, 9, 14].
Zastosowanie najnowocześniejszych technologii infor-
matycznych w analizie modalnej powoduje, że otrzy-
mane modele modalne stają się bardziej wiarygodne 
i mogą być wykorzystywane do rozwiązywania wielu 
problemów związanych z konstruowaniem złożonych 
obiektów budowlanych o zadanych własnościach dy-
namicznych.
Analiza modalna jest stosowana dla celów modyfika-
cji konstrukcji, diagnostyki stanu konstrukcji, dla celów 
syntezy sterowania w układach aktywnej redukcji drgań 
oraz dla celów weryfikacji i walidacji modeli numerycz-
nych, takich jak modele elementów skończonych czy 
elementów brzegowych.
Analiza modalna może być stosowana, jeżeli spełnio-
ne są następujące założenia:

układ jest liniowy i jego dynamika może być opisa-• 
na za pomocą liniowego układu równań różniczkowych 
zwyczajnych lub cząstkowych;

współczynniki równań opisujących dynamikę obiek-• 
tu są stałe w czasie pomiarów;

układ jest obserwowalny i istnieje możliwość pomia-• 
ru wszystkich charakterystyk, których znajomość jest 
niezbędna do identyfikacji modelu;

badany układ spełnia zasadę wzajemności Maxwella;• 
tłumienie w układzie jest małe lub proporcjonalne.• 

Ważnym ograniczeniem stosowania analizy modalnej 
jest też założenie o ograniczonej liczbie stopni swobo-
dy badanego układu, z czym wiąże się wymiar macie-
rzy mas, sztywności i tłumienia oraz liczba teoretycz-
nych częstości własnych i postaci drgań.
Przy spełnieniu powyższych założeń analizę modal-
ną można określić jako transformację (przekształce-
nie) złożonego układu, którego dynamika jest opisa-
na za pomocą układu równań różniczkowych, na zbiór 
układów o jednym stopniu swobody opisanych za po-
mocą niezależnych równań różniczkowych drugiego 
rzędu – rysunek 3.
Matematycznie zadanie to można zdefiniować jako roz-
przęganie równań różniczkowych zwyczajnych, opisu-
jących dynamikę badanej konstrukcji.
Eksploatacyjna analiza modalna wykorzystywana jest 
do identyfikacji obiektów o dużych rozmiarach prze-
strzennych i dużych masach, oparta jest o pomiar od-
powiedzi na wymuszenia eksploatacyjne, będące wy-
nikiem działania sił zewnętrznych bądź wymuszeń 
kinematycznych oraz procesu destrukcji elementów 
budowli [5, 7, 9, 16].
Eksploatacyjna analiza modalna:

umożliwia analizę modalną obiektów o dużych rozmia-• 
rach, dla których testy laboratoryjne byłyby utrudnione,

modeluje poprawniej obiekty, gdyż wymuszenia od-• 
powiadają obciążeniom rzeczywistym,

umożliwia identyfikację modeli nieliniowych.• 

Rys. 3. Rozkład drgań złożonych na drgania proste

Metoda eksploatacyjnej analizy wyznaczania postaci 
drgań oparta jest o wielokanałowy pomiar odpowiedzi 
w węzłowych punktach obiektu rzeczywistego. System 
umożliwia graficzne przedstawienie zachowań dynamicz-
nych obiektu w warunkach eksploatacyjnych. Danymi 
wejściowymi do systemu są przebiegi czasowe drgań 
mechanicznych, występujących w węzłowych punk-
tach obiektu, odniesione do jednego z nich (o najwyż-
szej amplitudzie). Wyznaczane są widma mocy własne 
Gxx (j, ϖ) i widma mocy wzajemnej odpowiedzi Gyy (j, ϖ), 
przy czym punkt „x” obiektu jest punktem odniesienia, 
a punkty „y” są węzłowymi punktami obiektu.
Obecnie coraz częściej stosuje się modele modalne 
do oceny stanu destrukcji materiałów budowlanych 
konstrukcji. Ideą tej metody jest śledzenie zmian para-
metrów modelu (w tym przypadku modelu modalnego), 
powstających na skutek zużycia lub awarii, na podsta-
wie bieżących obserwacji obiektu. W metodzie tej tworzy 
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się model modalny dla obiektu bez uszkodzenia, jako 
wzorzec, a następnie w czasie eksploatacji identyfikuje 
się model modalny i bada jego korelację z modelem dla 
obiektu nieuszkodzonego. W przypadku gdy korelacja 
taka występuje, można twierdzić, że obiekt jest w sta-
nie bez uszkodzenia. W przypadku braku korelacji moż-
na spodziewać się uszkodzenia obiektu. Dysponując 
informacjami o wpływie danego uszkodzenia na para-
metry modelu modalnego, można określić jego rodzaj 
oraz ocenić ilościowo stopień uszkodzenia.
Przedstawione zastosowania analizy modalnej do roz-
wiązywania zagadnień badawczych i inżynierskich 
wskazują na uniwersalność i efektywność tej metody, 
która jak do tej pory nie znała szerszego zastosowania 
w praktyce polskich biur projektowych, czy jednostek 
badawczych. Na świecie w większości krajów o rozwi-
niętej technologii stanowi ona podstawowe narzędzie 
syntezy i analizy dynamicznej konstrukcji.

4. Eksperyment w analizie modalnej

Eksperyment w identyfikacji stanu destrukcji bada-
nych elementów murowych jest podstawowym źródłem 
informacji i na jego podstawie ustala się wartości miar 
i strukturę modelu. Z jednej strony od jakości wyników 
badań eksperymentalnych zależy jakość otrzymanego 
modelu, z drugiej zaś sposób przeprowadzenia ekspe-
rymentu determinuje strukturę identyfikowanego mode-
lu. Eksperyment w analizie modalnej można podzielić 
na następujące etapy:
1.  Planowanie eksperymentu:

wybór sposobu wymuszania drgań badanych ele-––
mentów i punktów przyłożenia,

wybór punktów pomiaru drgań i aparatury pomia-––
rowej,

wybór odpowiedniego sprzętu pomiarowego,––
wybór sposobu zawieszenia układu.––

2.  Kalibracja toru pomiarowego.
3.  Akwizycja i przetwarzanie wyników eksperymentu.
Celem eksperymentu w analizie modalnej jest wymuszenie 
ruchu badanego elementu murowego oraz pomiar odpo-
wiedzi na zadane wymuszenie. Na podstawie zmierzonych 
wielkości procesu drganiowego dokonywana jest estyma
cja jego charakterystyk dynamicznych. Ogólną procedurę 
realizacji badań tej pracy pokazano na rysunku 4.

6. Podsumowanie

Przedstawiony opis najważniejszych właściwości ana-
lizy modalnej wskazuje na fakt, iż istnieje możliwość 
wykorzystania jej do badań nieniszczących konstruk-
cji budowlanych narażonych na niekorzystne oddzia-
ływanie drgań.
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