Analiza modalna w badaniu budowlanych
elementow konstrukcyjnych

1. Wprowadzenie

Analiza modalna jest szeroko stosowana w usuwaniu
usterek spowodowanych drganiami infrastruktury, mo-
dyfikacja struktury, aktualizacjg modelu analitycznego,
czy kontrolg stanu, a takze wykorzystywana jest do mo-
nitorowania wibraciji struktur w przemysle lotniczym i me-
chanice inzynierii lgdowej [5, 22, 24].

Tradycyjna eksperymentalna analiza modalna (EAM)
korzysta z wejscia (wzbudzenie) i wyjscia (odpowiedz)
i mierzy sie jg w celu oszacowania parametrow modal-
nych, sktadajgcych sie z czestosci modalnych, ttumie-
nia i postaci drgan. Jednak tradycyjne EAM ma pewne
ograniczenia, takie jak:

— w tradycyjnej EAM, sztuczne wzbudzenie jest nor-
malnie przeprowadzone w celu pomiaru czestotliwo-
sci drgan;

— tradycyjna EAM jest zwykle prowadzona w srodowi-
sku laboratoryjnym, ale w wielu przypadkach prawdzi-
wy stan degradacji moze sig znacznie roznic¢ od tych
badanych w srodowisku laboratoryjnym.

W tym artykule przedstawiono metode analizy modal-
nej, ktéra to moze by¢ stosowana do bezinwazyjnego
badania stanu destrukcji konstrukcji budowlanych.

2. Elementy dynamiki konstrukcji budowlanych

Jednym z podstawowych kryteriow stosowanych w pro-
jektowaniu wspofczesnych konstrukcji budowlanych sa
wtasnosci dynamiczne konstrukcji. Majg one bezposred-
ni wplyw na drgania uktadu, emitowany hafas, wytrzy-
matos¢ zmeczeniows i stabilnos¢ konstrukcji. Analizy
wtasnosci dynamicznych w wiekszosci przypadkdw spo-
tykanych w praktyce dokonuje sie na podstawie anali-
zy zachowania sie modelu konstrukciji.

Najczesciej do opisu dynamiki konstrukcji stosuje sie
modele strukturalne (MES), ktére buduje sie zgodnie
z zasadami metody elementéw skonczonych. Meto-
da ta polega na dyskretyzacji uktadu o ciagtym roz-
ktadzie parametrow, przy przyjeciu pewnych zatozen
upraszczajgcych, np. zwigzanych z linig ugiecia mo-
delowanego elementu (metoda przemieszczen). Jed-
nak zbudowane w ten sposéb modele, w szczegoino-
sci do celow analizy dynamiki, dajg wyniki przyblizone,

ktorych zastosowanie jest bardzo ograniczone. Wyma-
gajg one dostrajania na podstawie znajomosci wiasno-
$ci zmierzonych na rzeczywistym obiekcie.
Wykorzystanie drgan w badaniu degradaciji (jakosci)
konstrukcji budowlanych wynika z nastepujacych po-
wodow:

— procesy drganiowe sg odzwierciedleniem zjawisk fi-
zycznych zachodzgcych w konstrukcjach (odksztat-
cenia, naprezenia, peknigcia), od ktérych zalezy sto-
pien destrukcji (zdatnosc) i poprawne funkcjonowanie,
co wynika z charakteru rozprzestrzeniania sie¢ procesu
drganiowego;

— fatwos$é pomiaru proceséw drganiowych w warunkach
normalnej eksploatacji obiektu, bez koniecznosci wy-
taczania go z ruchu oraz specjalnego przygotowania,
umozliwia bezdemontazowg ocene stanu destrukciji;
— procesy drganiowe cechujg sie duzg predkoscig
przekazywania informacji w jednostce czasu, okreslo-
ng wzorem Shannona:

N
C=F1g2(1+1\72) (1)

zalezng od szerokosci widmowej procesu F oraz sto-
sunku mocy sygnatu uzytecznego NS

do mocy szumow zaktdcajgcych NZ;

— procesy drganiowe cechujg sie ztozong strukturg cza-
sowa, amplitudowg i czestotliwosciowa, co zapewnia
przy wtasciwym ich przetwarzaniu oceng stanu cafej
konstrukcji, jak rowniez pojedynczych jej elementdw.
Podczas eksploatacji konstrukcji na skutek istnienia
szeregu czynnikéw zewnetrznych (wymuszenia sro-
dowiska, wymuszen od innych konstrukcji) oraz we-
wnetrznych (starzenie, zuzycia, wspotpraca elementow)
w konstrukcji nastgpujg zaburzenia stanéw rownowa-
gi, ktore rozchodzg sig w osrodku sprezystym — ma-
teriale, z ktérego zbudowana jest konstrukcja (rys. 1).
Zaburzenia majg charakter dynamiczny i zachowu-
ja warunki rownowagi pomiedzy stanem bezwtadno-
Sci, sprezystosci, ttumienia i wymuszenia. Powoduje
to w konsekwencji rozpraszanie energii fal, ich ugie-
cia, odbicia i wzajemne nakfadanie sie. Istnienie zro-
det i rozprzestrzenianie sig zaburzen powoduje wyste-
powanie drgan elementéw konstrukciji i otaczajagcego
je srodowiska.
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Rys. 1. Istota pomiarowa w eksploatacyjnej analizie
modalnej

Wyodrebniajgc w analizie stanu dynamicznego konstruk-
Ccji procesy wejsciowe, strukture i procesy wyjscio-
we, nalezy pamigtac o ich losowym charakterze.
Wejscie wewnetrzne traktowane jako zbidr wielkosci
wymuszajgcych — okreslajacych strukture konstrukcji
(ksztatt, jako$¢ wykonania, luzy itd.) i sposéb wspoi-
pracy elementow jest ksztattowane w warunkach loso-
wych podczas wytwarzania, co ujawnia sig wtasnoscia-
mi losowymi podczas funkcjonowania.

Wejscie zewnetrzne okreslajgce warunki wspotpra-
cy elementow konstrukcji z innymi elementami syste-
mu (zmiany obcigzenh, predkosci, wptyw Srodowiska)
ma w praktyce rowniez charakter losowy.

Bogactwo mozliwosci zaistnienia losowosci i istnienia
zaktécen jest przyczyng dodatkowych zatozen dotycza-
cych wej$¢ oraz zachodzacych transformacji stanéw de-
strukcji konstrukcji. Dotyczg one zatozenh o liniowosci,
stacjonarnosci i ergodycznosci modeli obiektow i pro-
ceséw [1,7, 11, 22].

3. Srodowisko eksperymentalnej analizy modalnej

Analiza modalna jest powszechnie stosowana do bada-
nia wtasnosci dynamicznych ro6znorodnych konstrukgciji.
Badania modalne przeprowadza sig dla miniaturowych
i precyzyjnych konstrukcji, jak np. dyski optyczne [8],
a takze dla duzych konstrukcji budowlanych, jak zapo-
ry wodne czy mosty [22]. W wyniku analizy modalnej
otrzymuje sie model modalny konstrukciji, ktéry moze
by¢ zastosowany do rozwigzywania wielu inzynier-
skich problemoéw zwigzanych z syntezg uktadow, ana-
lizg zachowania sie konstrukcji pod wptywem réznych
wymuszen, modyfikacja wtasnosci dynamicznych, syn-
tezg uktadow sterowania itp. [15, 18, 19].

Jednym z podstawowych probleméw, ktére moga by¢
efektywnie rozwigzane za pomocg analizy modalnej, jest
optymalizacja wtasnosci dynamicznych konstrukcji budow-
lanych, rozumiana jako modyfikacja konstrukcji w celu mi-
nimalizacji rozprzestrzeniania sig w niej drgan. Techniki tutaj
stosowane sg nazywane metodami modyfikacji struktural-
nej konstrukcji. Metody te wywodzg sig wprost z metody
elementow skonczonych i sg oparte na aparacie matema-
tycznym umozliwiajgcym badanie wrazliwosci zachowania
sie modeli na zmiany ich parametrow modalnych.
Przedstawione ponizej informacje stanowig podstawy
analizy modalnej, ktéra w krajach o wysoko rozwiniete;j

technologii jest po-

: LLL.
wszechnie stosowa-
na w praktyce jako na- i
rzedzie wspomagania  k —
procesu projektowa-

nia obiektow (zamien-
nie do MES), w ktorych m
istotnym wskaznikiem
jakosci konstrukciji jest
jej zachowanie w warun-
kach dynamicznych.
Jak juz wspomniano,
ukfad o jednym stopniu
swobody jest najprost-
szym modelem fizycz-
nym reprezentujgcym
catg klase obiektow rzeczywistych okreslonych naste-
pujacymi parametrami: masg — m, statg sprezystosci
— k, wspoétczynnikiem ttumienia — c, i sitg wymuszajg-
cg — F. Po wykorzystaniu wprowadzonych parametrow
i zasad opisu modelu (rys. 2) otrzymano réwnanie roz-
niczkowe ruchu drgajgcego uktadu o jednym stopniu
swobody, wyrazone zaleznoscia:

_‘i’] x(t)

F(t)

Rys. 2. Ukfad o jednym stop-
niu swobody dla ruchu trans-
lacyjnego

m¥ +cx +hx =F(2) @)
gdzie: X, X, X —wektory przyspieszen, predkosci i prze-
mieszczen.

W praktyce wigkszosc¢ rodzajow ttumienia wystepuja-
cego w uktadach mozna zastgpi¢ rownowaznym ttu-
mieniem wiskotycznym. Zaktadajac zerowe warunki
poczatkowe:: [x (0)=0), x (0)=0] oraz wykorzystujac
twierdzenie Laplace’a, rownanie (2) mozna przeksztat-
ci¢ do postaci [2,3,22]:

(ms*+cs +k)X(s) =F(s)

gdzie: s — zmienna zespolona, s = jo.
Rownanie mozna zapisa¢ w formie uproszczone;j:

(3)

Z(s) X(s) = F(s) (4)

Wielkos$¢ Z (s) jest nazywana sztywnoscig dynamiczng:
_Fs

Z(s) = XG) (5)

W praktycznych zastosowaniach analizy uktadéw sto-
suje sie odwrotnos¢ sztywnosci dynamicznej H (s) zwa-
na podatnoscig dynamiczng:

X(s)
F(s)
Podatnos$¢ dynamiczng uktadu o jednym stopniu swo-

body w oparciu o rownanie mozna zapisa¢ jako funk-
cje poszczegoblnych parametrow uktadu:

H(s) = (6)

1

H(s)=——"— (7)
NI S
m m
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Pojeciami scisle zwigzanymi z analizg modalng sg bie-
guny ukfadu; zawierajg one w sobie dwa sktadniki:
czestosci wtasne i wspotczynniki ttumienia. Mianow-
nik z zaleznosci nazywany jest rownaniem charakte-
rystycznym. Bieguny ukfadu sg definiowane jako pier-
wiastki réwnania charakterystycznego i dla réwnania
majg one postacé:

2

k

C " C
2m (Zm) m (8)
Na podstawie rownania mozna zdefiniowac¢ szereg cze-
sto stosowanych w analizie modalnej poje¢. Wsrdd nich
wyréznia sie pojecie czestosci wiasnej nietftumionej (dla
¢ = 0) opisane zaleznoscia:

7"1,2 ==

k
o=
m

©)
W teorii drgan uktadow mechanicznych rozréznia sig
trzy przypadki ruchu uktadoéw o jednym stopniu swo-
body: ttumienie krytyczne, nadkrytyczne i podkrytycz-
ne. Wystepowanie jednego z tych przypadkow zalezy
od wartosci wyréznika A dla réwnania charakterystycz-
nego. Jesli A=0, to rozpatrujemy uktad z ttumieniem
krytycznym, ktére objawia sie jedng oscylacjg w ruchu
swobodnym. Z warunku A=0 wyznacza sig wspdfczyn-
nik ttumienia Krytycznego c,:

c.= 2m\/§

W analizie modalnej do oceny wielkosci ttumienia w ukta-
dzie stosuje sie bezwymiarowy wspofczynnik ttumienia
& wyrazony zaleznoscig (11). Bardzo czesto wartosc
bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia podaje sig
w procentach.

(10)

Cx (11)

Jezeli A > 0, ttumienie w uktadzie jest nadkrytyczne i ruch
swobodny odbywa sige bez oscylacji. Wspotczynnik &
w tym przypadku posiada warto$¢ wiekszg od 1.
Jezeli A < 0, ttumienie w uktadzie jest podkrytyczne i ruch
swobodny ma charakter oscylacyjny. Wspoétczynnik &
w tym przypadku nie przekracza wartosci 0,1.
Rozwigzanie réwnania ruchu dla przypadku ruchu swo-
bodnego przyjmuje postaé:

x(t) = x,e™" +x,e™

(12)

gdzie: A,, A, — pierwiastki rownania charakterystycz-
nego.

W przypadku ttumienia podkrytycznego pierwiastki te
sg zespolone i majg nastepujgce postacie:

A =9, +jw,
A, =0, +jo,

(13)

gdzie: 8, — wspotczynnik ttumienia odniesiony do czg-

stosci drgan wtasnych niettumionych, w, — czestos¢

drgan wtasnych niettumionych.

Wprowadzajgc do zaleznosci uprzednio zdefiniowane

wielkosci otrzymuije sig:
7"1:(721+j 17%12)91 (14)

Bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia wyraza zalez-

nosc¢:

d,

Jor +0;

Zwigzek pomigdzy wspotczynnikiem ttumienia 8, a bez-
wymiarowym wspotczynnikiem ttumienia g, wyrazony
zostat w ponizszej postaci:

S (15)

O =-E1 (16)
Czestosc drgan wtasnych niettumionych wyraza sie za-
leznoscig [22]:

Q, =0 +0; (17)
Bardzo czesto w analizie modalnej stosuje sie pojecie

reszty modalnej. W celu jej zdefiniowania nalezy prze-
ksztatci¢ rownanie i zapisa¢ w postaci iloczynowe;:

1

H(s) = (18)

.m0
(—A)6E-M)

Po dokonaniu rozktadu na utamki proste zaleznosci
otrzymuje sie rownanie:

H(s) =

s

AL A
-h) G-N)

(19)
gdzie: A, - reszta modalna okreslona wzorem:

1

A

1= 2jo, (20)
Analogicznie wyznacza sig te wielkoéci dla uktadéw
o wielu stopniach swobody.

W zastosowaniu klasycznej analizy modalnej do iden-
tyfikacji parametréw modalnych badanego obiektu
w trakcie badan wyznacza sie parametry modalne
na podstawie pomiaru charakterystyk czestosciowych
zmierzonych na obiekcie w trakcie eksperymentu, po-
legajacego na sterowanym wymuszeniu drgan uktadu
i pomiarze odpowiedzi w postaci widma przy$pieszenia
drgan. Na podstawie znajomosci wymuszenia i widma
odpowiedzi dokonuje sie identyfikacji przebiegu cha-
rakterystyk czestosciowych badanego uktadu. Za po-
mocg takich metod realizowanych w dziedzinie czesto-
Sci, jesteSmy w stanie wyznaczy¢ parametry modalne
uktadu w otoczeniu pojedynczej czestosci wtasnej lub
w wybranym pasmie czestosci zawierajgcym wiecej niz
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jedng czestosc¢ wtasng. Dla wielu konstrukcji w warun-
kach eksploatacji dziaftajg na uktad zupetnie inne sity
wymuszajgce, ktére co do charakteru przebiegu czaso-
wego, rozktadu przestrzennego i amplitudy nie moga
by¢ realizowane w warunkach laboratoryjnych. Podob-
nie dla warunkoéw brzegowych, ktére w trakcie ekspe-
rymentu zalezg od mozliwosci zamocowania obiektu
na stanowisku badawczym, roznig sig one od warun-
kéw wystepujacych w czasie eksploatac;i.

W praktycznych zastosowaniach realizacji badarn mo-
dalnych obiektéw, badany ukfad jest zbyt duzy i ma zbyt
duzg mase, aby mozna byto wymusi¢ odpowiednig am-
plitude ruchu w warunkach eksperymentu czynnego.
Wymienione ograniczenia sg minimalizowane poprzez
zastosowanie metod analizy modalnej realizowanej
na podstawie pomiarow przeprowadzonych w trakcie
normalnej pracy obiektu.

Parametry modelu modalnego umozliwiajg rozprzeze-
nie rownan opisujgcych drgania ukfadu, a ich warto$ci
wyznacza sie z zaleznosci [20, 21, 22]:

1 2

m,=——— k=w,m; c,=2mw,o>
ij-rRir

nr rrmTm

(21)

Wielkosci te opisujg wtasnosci uktadu zwigzane z r-tg cze-
sto$cig wtasng i zmiany czesto$ci wtasnej zalezg wprost
proporcjonalnie od wielkosci zmian sztywnos$ci lub masy,
jak tez zalezg od miejsca rozwoju uszkodzenia w kon-
strukcji. Przedstawione uzasadnienie wystarcza dla opi-
su zmian destrukcji elementéw murowych, natomiast
cata teoria z obszaru analizy modalnej opisana zostata
w dostgpnej literaturze [6, 9, 14].

Zastosowanie najnowoczesniejszych technologii infor-
matycznych w analizie modalnej powoduje, ze otrzy-
mane modele modalne stajg sie bardziej wiarygodne
i mogg by¢ wykorzystywane do rozwigzywania wielu
problemow zwigzanych z konstruowaniem ztozonych
obiektow budowlanych o zadanych wtasnosciach dy-
namicznych.

Analiza modalna jest stosowana dla celéw modyfika-
cji konstrukgciji, diagnostyki stanu konstrukciji, dla celéw
syntezy sterowania w ukfadach aktywnej redukcji drgan
oraz dla celéw weryfikaciji i walidacji modeli numerycz-
nych, takich jak modele elementéw skonczonych czy
elementow brzegowych.

Analiza modalna moze by¢ stosowana, jezeli spetnio-
ne sg hastepujgce zatozenia:

» ukfad jest liniowy i jego dynamika moze by¢ opisa-
na za pomoca liniowego uktadu réwnan r6zniczkowych
zwyczajnych lub czastkowych;

* wspotczynniki rownan opisujgcych dynamike obiek-
tu sg state w czasie pomiarow;

* uktad jest obserwowalny i istnieje mozliwos¢ pomia-
ru wszystkich charakterystyk, ktérych znajomos¢ jest
niezbedna do identyfikacji modelu;

* badany uktad spetnia zasade wzajemnosci Maxwella;
* tlumienie w uktadzie jest mate lub proporcjonalne.

Waznym ograniczeniem stosowania analizy modalnej
jest tez zatozenie o ograniczone;j liczbie stopni swobo-
dy badanego uktadu, z czym wigze sie wymiar macie-
rzy mas, sztywnosci i ttumienia oraz liczba teoretycz-
nych czestosci wlasnych i postaci drgan.

Przy spetnieniu powyzszych zatozenh analize modal-
ng mozna okresli¢ jako transformacje (przeksztatce-
nie) ztozonego uktadu, ktérego dynamika jest opisa-
na za pomocg uktadu rownan rozniczkowych, na zbior
uktaddw o jednym stopniu swobody opisanych za po-
mocg niezaleznych réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu — rysunek 3.

Matematycznie zadanie to mozna zdefiniowac jako roz-
przeganie réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisu-
jacych dynamike badanej konstrukcji.

Eksploatacyjna analiza modalna wykorzystywana jest
do identyfikacji obiektéw o duzych rozmiarach prze-
strzennych i duzych masach, oparta jest o pomiar od-
powiedzi na wymuszenia eksploatacyjne, bedace wy-
nikiem dziatania sit zewnegtrznych badz wymuszen
kinematycznych oraz procesu destrukcji elementow
budowli [5, 7, 9, 16].

Eksploatacyjna analiza modalna:

* umozliwia analizg modalng obiektéw o duzych rozmia-
rach, dla ktorych testy laboratoryjne bytyby utrudnione,
* modeluje poprawniej obiekty, gdyz wymuszenia od-
powiadaja obcigzeniom rzeczywistym,

» umozliwia identyfikacje modeli nieliniowych.

XM} = ay){d}1 + ax(D){d}> + az(){d}s+ - - - + an(t) {d},

Rys. 3. Rozkiad drgari ztozonych na drgania proste

Metoda eksploatacyjnej analizy wyznaczania postaci
drgan oparta jest o wielokanatowy pomiar odpowiedzi
w weztowych punktach obiektu rzeczywistego. System
umozliwia graficzne przedstawienie zachowan dynamicz-
nych obiektu w warunkach eksploatacyjnych. Danymi
wejsciowymi do systemu sg przebiegi czasowe drgan
mechanicznych, wystepujacych w weztowych punk-
tach obiektu, odniesione do jednego z nich (o najwyz-
szej amplitudzie). Wyznaczane sg widma mocy wtasne
G,, (j, @) i widma mocy wzajemnej odpowiedzi G, (j, @),
przy czym punkt ,x” obiektu jest punktem odniesienia,
a punkty ,y” sg weztowymi punktami obiektu.

Obecnie coraz czesciej stosuje sie modele modalne
do oceny stanu destrukcji materiatow budowlanych
konstrukcji. Ideg tej metody jest sledzenie zmian para-
metréw modelu (w tym przypadku modelu modalnego),
powstajacych na skutek zuzycia lub awarii, na podsta-
wie biezacych obserwaciji obiektu. W metodzie tej tworzy
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sie model modalny dla obiektu bez uszkodzenia, jako
wzorzec, a nastepnie w czasie eksploatacji identyfikuje
sie model modalny i bada jego korelacje z modelem dla
obiektu nieuszkodzonego. W przypadku gdy korelacja
taka wystepuje, mozna twierdzi¢, ze obiekt jest w sta-
nie bez uszkodzenia. W przypadku braku korelacji moz-
na spodziewac sie uszkodzenia obiektu. Dysponujgc
informacjami o wptywie danego uszkodzenia na para-
metry modelu modalnego, mozna okresli¢ jego rodzaj
oraz ocenic ilosciowo stopieh uszkodzenia.
Przedstawione zastosowania analizy modalnej do roz-
wigzywania zagadnien badawczych i inzynierskich
wskazujg na uniwersalnosc¢ i efektywnosc tej metody,
ktora jak do tej pory nie znata szerszego zastosowania
w praktyce polskich biur projektowych, czy jednostek
badawczych. Na Swiecie w wigkszosci krajow o rozwi-
nietej technologii stanowi ona podstawowe narzedzie
syntezy i analizy dynamicznej konstrukcji.

4. Eksperyment w analizie modalnej

Eksperyment w identyfikacji stanu destrukcji bada-
nych elementéw murowych jest podstawowym zrédtem
informacji i na jego podstawie ustala sie wartosci miar
i strukture modelu. Z jednej strony od jakosci wynikow
badan eksperymentalnych zalezy jako$¢ otrzymanego
modelu, z drugiej za$ sposdb przeprowadzenia ekspe-
rymentu determinuje strukture identyfikowanego mode-
lu. Eksperyment w analizie modalnej mozna podzieli¢
na nastgpujgce etapy:

1. Planowanie eksperymentu:

— wybor sposobu wymuszania drgan badanych ele-
mentow i punktow przytozenia,

— wybér punktow pomiaru drgan i aparatury pomia-
rowej,

— wybor odpowiedniego sprzetu pomiarowego,

— wybor sposobu zawieszenia uktadu.

2. Kalibracja toru pomiarowego.

3. Akwizycja i przetwarzanie wynikow eksperymentu.
Celem eksperymentu w analizie modalnej jest wymuszenie
ruchu badanego elementu murowego oraz pomiar odpo-
wiedzi na zadane wymuszenie. Na podstawie zmierzonych
wielkosci procesu drganiowego dokonywana jest estyma-
cja jego charakterystyk dynamicznych. Ogoéing procedure
realizacji badan tej pracy pokazano na rysunku 4.

TEST MODALNY
Zaloienia wstgpne Pomiary Oprogramowanie walidacia
@ = B Wl
Zdefiniowanie: Wyznacrenle: Obliczenia: Marzgdzia:
= Geometri * F{t) = Fif) * FRF * Korelacla
= Stapni swobody * ait] =alfl s Cogatodcl wlaine = Regresda

Rys. 4. Przebieg procedury realizacji badar w analizie
modalnej

6. Podsumowanie

Przedstawiony opis najwazniejszych wtasciwosci ana-
lizy modalnej wskazuje na fakt, iz istnieje mozliwosc¢
wykorzystania jej do badan nieniszczacych konstruk-
cji budowlanych narazonych na niekorzystne oddzia-
tywanie drgan.
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